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Neues von der Induzierten Spannung

Die durch ein Magnetfeld in einer Spule induzi@pannundJ; lasst sich tblicherweise leicht aus der
zeitlichen Anderung des magnetischen Flusgdserechnen. Diese Berechnung, die einen geschlos-
senen Stromkreis voraus setzt, leidet jedoch umétreren Mangeln, die weitgehend ignoriert werden:
zum Ersten sind keine Messpunkte fur die Spannuhdem Stromkreis definiert, zum Zweiten versagt
diese Berechnung bei offenen Anordnungen, wiearem Transformator im Leerlauf, zum Dritten
verschleiert diese Berechnung, dass die InduzBgtsmnung durch zwei ganz unterschiedliche
physikalische Phdnomene zustande kommt. Tatsaatishiert aber eine Formel fur offene Kreise
[IEV], die weitgehend unbekannt ist und immer wiedegezweifelt wird. Im Folgenden soll diese
Formel vorgestellt, mit der traditionellen Formekglichen und ihre Gultigkeit nachgewiesen werden.

The voltage induced by a magnetic fiéldis usually easily calculated from the time deiv@bf the
magnetic flux®. These calculations however suffer from a sevefeigncy, which is observed in
different ways: first, no indication is given, widhe voltage has to be measured on a closedtgircui
second, these calculations fail to work on opearagements, e.g. for the open-circuit voltage of a
transformer; third it hides the fact that it isifferent physical phenomena which contribute to the
voltage. In fact an equation exists for open cis;uwvhich is not well known, and sometimes
disbelieved. This equation will be presented inftll®wing, and a proof will be given.

Die ,klassische" Berechnung

In praktischen allen Lehrbichern der Physik undilektrodynamik findet man, dass sich die durch
ein Magnetfeld in einer Spule induzierte Spannurtynach Faraday aus der zeitlichen Anderung des
magnetischen Fluss&® berechnen lasst:
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Hier wird stets vorausgesetzt, dass es sich unmgeschlossenen Leiterkreis handelt, der eine Elach
Sumschliefl3t, denn sonst ware der Magnetische Rlsdstegral Uber die magnetische FlussdidBte

nicht darstellbar durch ®=[Bé,dA=[AdF 2)
S C

Darin isté, der Einsvektor, der auf einem Flachenelemitsenkrecht stehtd das magnetische
Vektorpotential,d7 ein Linienelement des Rand€sder Flache S, das sich mit der lokalen Geschwin-

digkeit v im Bezugssystem der magnetischen Flussdiﬁwﬂmewegt.

Das totale Differential in Gl (1) muss sowohl aig deitliche Anderung des B-Feldes als auch auf

eine raumliche Anderung der Integrationsflache Sevi.

Mit Hilfe der Konvektiven Ableitung% =%+5 [0 und dem Stokes’schen Integralssatz

erhalt man [Jack, S. 245] U, = —% =- aa—]tg e, dA +§ (17 XE)dF 3)
S C

Dabei bildet das Linienelemendt mit den FlachenelementendA den Rechtsschraubsinn.
NB Diese Form verlangt die Berechnung von 2 Intiegréiber unterschiedliche Bereiche.

Y'In der Literatur wird meistens von Induzierter Spang gesprochen [DIN, Joos, Pit, Stock, Strop,iMaranchmal von
elektromotorischer Kraft (EMK) [Jack, Feyn, Grerif{; seltener von Umlaufspannung [Kling] oder Rapgnnung [Gerth].
2 Oft wird hier noch mit der Windungszahl N der Spmiultipliziert [Kling, Stock], was unnétig ist, de die
Gesamtflache, die von einer (geschlossenen) Spof@sst wird, enthalt bereits deren Windungszahl.



Der erste Term in Gl. (3) folgt auch unmittelbas aiem der 1. Maxwell-Gleichung in Integralform,
die oft auch als (Faradaysches) Induktionsgeseteitienet wird [Jack, Feyn, Kling, Stock].
Der zweite Term folgt aus der Bewegung der Wegetgendr des Flachenrands C mit der Geschwin-

digkeit v .
Tatsachlich kann der erste Term in Gl (3) Wegenzl = B mit Hilfe des Stokes’schen Integralsatzes
weiter umgeformt werden zu

LRy ja(rOtA)”dA [ rot {2415 qa- §%dr
ot NNFY e AFY

was schlief3lich zur konventionellen Berechnungldéuzierten Spannung fuhrt:

U=-2= § d+§(vx3)dr_—§[ (ﬁxE)JdF 4)

NB Diese Form verlangt die Berechnung eines Limeggrals Uber 2 unterschiedliche Grél3en.

Kritik
Schaut man sich die so definierte Induzierte Spagmenauer an, fallen schwerwiegende, mitein-
ander korrelierte Mangel auf:

1. Die GI. (1) verschleiert, dass die Induzierte Spargndurch zwei ganz unterschiedliche physika-
lische Phdnomene zustande kommt [Feyn]:
Durch dieWechselinduktion (auch Ruheinduktion genannt), die auf der zeidicAnderung des
Magnetfeldes beruht, und durch @ewegungsinduktion,die durch die Bewegung des Leiters
gegenuber dem Magnetfeld zustande kommt. Erst die(&) und (4) zeigen die zwei von einander
unabhangigen Bestandteile, die hier lediglich alg& von mathematischen Umrechnungen
erscheinen.

2. Es ist nicht ersichtlich, an welch&tellen (a, b) des Flachenrandes C die Spannung gemessen
werden kann. Vielfach wird argumentiert, dass naaggn Strom im Leiterkreis messen und aus
dem Widerstand des Kreises die Spannung berectameti.kDas geht oft, aber nicht immer, und
der Widerstand ist noch von einigen variablen Untfakloren abhangig, wie z.B. der Temperatur.
Schliel3lich erzeugt der Induzierte Strom seinessgieder ein (inhomogenes!) Magnetfeld, das
sich dem ursprunglichen als Selbstinduktion Uberagnd somit den Widerstand komplex macht.

3. Es ist Tatsache, dass auch an offenen Leiterkreiserire@luzierte Spannung auftritt, wie z.B. die
Leerlaufspannung eines Transformators — die siajemaltigen Werten, z.B. bei der Zindspule
und beim Tesla-Trafo aufbaut, ohne dass zunach&team flie3t. Diese Spannung zu berechnen
ist eine Notwendigkeit — Dass sie mit der Ublick&aichung fur den technischen Gebrauch
gentgend gut berechnet werden kann, ist ohne Zyeiésd aber, wenn man es in dem einen oder
anderen Fall doch etwas genauer haben méchte?

Erste Versuche
Eine Formel fir die in einem offenen Leiter indueBpannung zwischen zwei Ortspunkténund 7,

wird sich vermutlich als Linienintegral tber einéfeg C zwischen diesen Punkten darstellen lassen.

Ein erster mutiger Versuch ware es, das geschlodseiemintegral Gber das magnetische Vektor-
potential aus Gl (2) zu tbernehmen und es einfadbffmen also zu schreiben

U, (a,b)= d— j Adr. (5)

r,(C)

In Analogie zur Herleitung von Gl. (3) wird man auaer die konvektive Ableitung bilden und erhalt

% Faraday selber beschrieb seine Entdeckung alsdiigtion von Strémen [Tynd)]



—Umd(a,b):i jAdf:i [AdF+om [AdF= | 9 AdF+5m [AdrF.
d¢, o 0t (o) ra(C) (o) 0 7 (C)

Leider erweist sich dieser Versuch nicht als erfglth, da die konvektive Anderung im rechten Term
nicht zum erwiinschten Ergebnis fuhrt, wie eineaih& Berechnung fir einen geraden Leiter der
Lange | zeigt, der sich mit der Geschwindigkeienlgecht zu einem zeitlich und rdumlich konstanten
B-Feld bewegt; dabei kommt nur die halbe Spannwmdem heraus, was man aus anderem Zusam-
menhang erwartet, namlich U=vBI. Ein korrektes brgse erhalt man hier jedoch, wenn verlangt
wird, dass die Bezugspunkte a und b im BezugssydeanMagnetfeldes ruhen, die induzierte
Spannung also im Bezugssystem des Magnetfeldessgemevird.
Ein zweiter Versuch kann in gleicher Weise mit @). gemacht werden, in der die zwei Induktions-
phanomene getrennt sind:

U, ,(a,b)=- j (ﬁ—(axE)Jd? (6)

12(C) ot

Dass dieses Integral die richtige Losung ist, imolFolgenden gezeigt werden

Die ,moderne” Berechnung
Eine elektrische Spannung kommt durch die TrennmamgLadungstragern zustande; diese wird durch
ein elektrisches Feld bewirkt, das als Linieninggiber eine elektrische Feldstarke berechnet werde
kann:

Ula,b)=- ]EEdF )
1,(C)

In einem reinen Magnetfeld konnen elektrische Feddé Grund von zwei unterschiedlichen
Phanomenen entstehen und zu Spannungen fihrern{Feyn

1. DieWechselinduktion wird durch die zeitliche Anderung des Magnetfdddstimmt.
Die 1. Maxwell-Gleichung [DIN, ...] liefertrot Ew = —‘Z—?,

nach der ein elektrisches Wirbelfelth, entsteht, wenn ein Magnetfeld sich zeitlich &ndert

Mit dem Magnetischen Vektorpotentidl, das definiert ist durchot A := B, erhalt man

rot Ew = - grotA und, da man raumliche und zeitliche Ableitungenaweschen kann,
= 0A
rot Ew = —rot—. 8
w 3t (8)

Die Argumente der Rotationsoperatoren sind gleﬁm,: —%—f‘+ X, bis auf eine additive Grof3e,

die bei Rotationsbildung zu Null wird. Das danndst Fall, wenrX der Gradient eines Skalarfelds ist,
X =graadV . Dies ist im Realfall ein zusatzliches wirbelfreiglektrisches (Quellen)Feld" = gradv
das bekanntlich eine elektrische Spannung inflegani kann.

D.h. wenn zusatzlich zu einem magnetischen Weadedin von elektrischen Ladungen erzeugtes
wirbelfreies elektrisches Feld" vorhanden ist, kommt zu der vom Magnetfeld in gireeiter
induzierten Spannung noch eine vom elektrisched iRéluenzierte Spannung hinzu.

Das kann niemanden tberraschen.

2. DieBewegungsinduktionentsteht bei Bewegung im Magnetfeld; hierbei ehtiséin elektrisches
Feld Ez=E'= (6 XB) aufgrund der Lorentztransformation des elektromreigohen FeldtensoFs



aus einem Magnetfeld [Jack]. Dieses Feld ist eh,al&s zur Lorentzkraft auf bewegte Ladung im
Magnetfeld fuhrt.

NB Die Bewegungsinduktion fiir einen geraden Leier Lange |, der sich mit der Geschwindigkeit v
senkrecht zu einem homogenen MagnetBetewegt, istU, , :J'b(a xE’}jsT = v-Bl.
Dies wird in einigen Lehrblchern erwahnt [Griff, pfiiLind, Pit].

Resultat
Man erhélt die magnetisch induzierte Spannung anqaffenen) Linienintegralen tber die Summe
der vom Magnetfeld erzeugten elektrischen Felgrund E;:

Uy(a,b)= jE dr + jE dr =- j—tdr+ T(UXB) =- j( (ﬁXE)]dF 9)

1,(C) 1.(C) 1,(C) 1,(C) 1.(C)

wie der 2. Versuch mit GI.(6) weiter oben schomwaten liel3.

Ublicherweise werden die ,Messpunkte” a und b del(® als im Bezugssystem des Magnetfeldes
ruhend betrachtet, wéahrend sich die Linienelemdaté<urve (mit nicht-relativistischen Geschwin-
digkeiten) beliebig im Raum bewegen kdnnen.

Probe
Schlie3t man (zur Probe) das Linienintegral, in@ern(9) den Integrationsweg C, setzt alser,,

erhalt man die (magnetisch induzierte) Umlaufspagrgemaf Gl. (4) und Gl. (1) als Spezialfall.
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