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Mathematische Grundlagen

Vektorrechnung

3-dimensional: . .2-dimensional:

F: (Tm,’/'y,TZ) (:E y? ) H (:E y)

Betrag (Lénge): r = |f] = /22 + y* + 22 r =|r] = /2% + y? (Pythagoras)

Komponenten:
r=r-cospund y=r1-siny
Addition: @4 b = (ag + by, ay + by, a. +b.)
Skalarprodukt (3-dim): @- b = (ag by + ay by +ab,)

—

Vektorprodukt (3-dim): @ X b = (ay b, — as by, a; by — az b., az by — ay by)

Infinitesimalrechnung

Differentialrechnung . Integralrechnung

Ableitungen: Integrale (Stammfunktionen):

Lgn = 42> — . gn=L (fiir n #0) Jadr =z /(n 4 1) (fiir n # —1)
L sin(z) = cos(x) [ sin(z)dz = —cos(z)

L cos(z) = —sin(z) [ cos(z)dz = sin(z)

%eﬂf — e® Jetdx = e”

Lin(z) =1/ [ 1/z dz = In(x)

Kettenregel:

o)) — L2 _ g0 a0

Produktregel:

L((@)9@) = L2 gla)+ f(2)- 242




2 Mechanik eines Massenpunktes

1 Mechanik eines Massenpunktes

Massenpunkt := Korper mit verschwindender Ausdehnung und endlicher Masse m

1.1 Kinematik der Translation

Beschreibung der Bewegung

1.1.1 Bewegungsgriéflen

Ort = Ortsvektor 7
. . . Y
Geschwindigkeit 0= Zr = ]
a =

Rl

dr
i

ST TR
a,

ER
= = =T

Beschleunigung

U

Bahn = Folge von Orten im Laufe der Zeit 7(t)
Bahnkurve = (parametrisierte) Funktion: y = f(x)
Bahntangente = Geschwindigkeitsrichtung
Verschiebung = Ortséinderung = #(to) — 7(¢1)

Weg s (skalar) # Verschiebung | s = [|ds] = [ \/dz? + dy? + dz? = [ |v(t)|dt

1.1.2 Bewegungsgleichungen

In der iiblichen Naherung a = const 2

x=x0+vm~t+%am~t

a-t?||= . ly=yo+uvy - t+ia,-t?

N[—=

F(t) = o + 7 -t +

z=z0—|—vz~t—|—%az~t2

v(t)=vo+a-t
d(t) = const

Anwendungen
- geradlinige gleichférmige Bewegung (v = vy = const,a=0): ... 7 =x = s = x9+vp-t

- geradlinige gleichméBig beschleunigte Bewegung (ag = const):
. L F=x=s=ux9+vy t+ag -t
z.B. freier Fall: ag = —g L=y
- (schiefer) Wurf (Bahnkurve = Wurfparabel): mit a, = 0,a, = —g = ()

- allgemeine Bewegung @ = d(t) =D "



Erik Jacobson: Formelsammlung Physik 3

1.1.3 Relativbewegungen

a) Klassische Inertialsysteme (Systeme ohne Beschleunigungen):
eine gleichférmige Bewegung 7(t) = o+t in einem gleichférmig (mit vy # 0) bewegten
Bezugssystem erscheint einem Beobachter in einem anderen (ruhenden) Bezugssystem
wieder als gleichformige Bewegung 7/ (t) = 79’44y '+t , die sich durch eine Translations-
Transformation (nach Galilei) berechnen 148t:

) =7+ - t=ro+ Ut -7t

U =7-1
b) Spezielle Relativitéitstheorie: (Einstein)
alle Geschwindigkeiten v < ¢y (Lichtgeschwindigkeit ~ 3 - 108 m/s)
Translations-Transformation (nach Lorentz) mit Zeit-Transformation (¢t — t'):

() = (F(t) — to - t) /7 t=(t—*5")/v T=4/1-
¥ = (5~ @) /(1 + T) “
c) relativistische Effekte (Folgen, wenn vy oder v gegen ¢ geht):
- Zeitdilatation: At = At'/y und ! At' = At/
- Liangenkontraktion: Al = Al' -y und ! Al = Al -~ (falls Al %)
- Massenzunahme: m =m' /v
- (kinetische) Gesamtenergie: E = mc

Y |oem

2

1.2 Kinematik der Rotation

Kreisbewegung (um den Ursprung)
Kreisbahn: 22 4 y? = r?

Ort = Ortsvektor: 7(t) = (z,y) Radius r = |r| = const

Koordinaten: x = r cos(¢), y = r sin(p)

Winkel: ¢ = s/r [¢]=1m/m=1rad = 32 ~ 57,30

Weg: s =r - ¢ (skalar !)

1.2.1 Bewegungsgriéflen 1.2.2 Bewegungsgleichungen
Winkel s =s/r=p(t) Gt) =Fo+ @ -t+ 3a -
Winkelgeschwindigkeit: w = ¢ W) =do+da-t
Winkelbeschleunigung : o = w = ¢ a(t) = const

Axiale Vektoren | @ || & || @ | auf der Drehachse
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1.2.3 Winkelgeschwindigkeit

w = Z; = ¢ | Dreibein: |7 =d x 7

Spezialfall: gleichférmige Drehbewegung w = const
Umlaufszeit: T = 27 /w = const
(Umlaufs)frequenz: f =1/T = w/27 = const
Drehzahl: n = f (MaBeinheit 1/min)
Kreisfrequenz: w =27 f

(Bahn)geschwindigkeit: |v| = wr = const

1.2.4 Radialbeschleunigung

7(t) # const — Zentripetal-, Radialbeschleunigung | @, = & x ¥ = —w*7

1.2.5 Winkelbeschleunigung

_dw_'_dzlp_“
=g =W=gz =

|w| = wo + at # const — Bahnbeschleunigung
)

Radialbeschleunigung a, = w?r = (wo + at)?r = a(t

1.2.6 Translation und Rotation

Rotation Translation Beziehung
Winkel ¢ Weg s s=¢@-r
Winkelgeschwindigkeit w = ¢ Geschwindigkeit v=§ U=dJx7

U
Winkelbeschleunigung o = w = ¢ Beschleunigung a =0  d; =
a

1.2.7 Gesamtbeschleunigung

H_d_a_d(wxf)_@ = . dFi _ = = . - o -
C="70 = "gF —dtxr+wxdt—axr+wxv—at+ar

1.2.8 Uberlagerung von Translation und Rotation

Translation einer Achse (74) und einer Rotation um diese Achse (7r)
Superposition: ¥ = 74 + Tr
Krumme Bahnen: Bahnstiicke ds aus Kreisb6gen mit variablen Radien R

b=y (Lap s (L
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1.3 Dynamik
Dynamik eines Massenpunktes

1.3.1 Erstes Newton’sches Axiom (Trigheitsprinzip)

Beharrungsvermégen: “Jeder Korper ist trége® m

1.3.2 Zweites Newton’sches Axiom (Aktionsprinzip)

F=m-a [F]=1N = 1kem

52

1.3.3 Drittes Newton’sches Axiom (Reaktionsprinzip)

F=—F'|oder |, F =0

1.3.4 Trige Masse und Schwere Masse

Tréige Masse: Fy = m - @ (nur bei Beschleunigung)
Schwere Masse: F; = m - § (erzeugt durch Erdanziehung bzw. Gravitation)

1.3.5 Krifte als Vektoren
> F; = F (Vektoraddition)

1.3.6 Arten von Kriften

a) Schwerkraft (Massenanziehung der Erde): | G = ﬁg =mg
Auf der Schiefen Ebene: Hangabtriebskraft Frr und Auflagekraft Fiyv (Normalkraft)

b) Muskelkraft nicht berechenbar

c) Federkraft (Hooke’sches Gesetz) | Fp = —Djf

d) Verformungskraft schwer berechenbar (s. Elastomechanik)

e) Elektromagnetische Krifte (s. Elektrodynamik)
f) Reibungskriifte

1.3.7 Reibung

Trockene Reibung fester Korper (1 ist materialabhngig, meist < 1)

a) Gleitreibung Fp = —1 |FN|%

b) Haftreibung ﬁR = —uy |FN|%€(%)2

c) Rollreibung | Fr = —ur |Fy|Z ur = fr/r (r = Rollradius)
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1.3.8 Trigheit

Trigheitskraft ﬁt =-—-md
Dynamisches Gleichgewicht: | 3~ F;=5,F —mi=0 > Fi=0

1.3.9 Zwangs- und Fiihrungskrifte

Auflagekraft: Fy = —ﬁg
Normalkraft: F 'y = -F N

—

Seilkraft (bei Rotation): Fy = ﬁs = —mdg

1.4 Arbeit und Energie
1.4.1 Arbeit

W= [ Fds MaBeinheit | [W] = [F][s] = LN m = 1] = LJoule

—

WzF~§=F~s~cosa‘faﬂsﬁ=const

1.4.2 Arbeitsformen

a) Hubarbeit Wy = mgAh | (wegunabhiingig)

b) Beschleunigungsarbeit |Wp =mads= im(v3 — v})| (zeitunabhéingig)

¢) Reibungsarbeit Wgr = pu|Fn]| s‘

d) Spannarbeit Ws = 3D (s3 —s1)

e) Zwangsarbeit Wy = ﬁz §=0|da ﬁZJ_§

1.4.3 Energie

Energie = gespeicherte Arbeit

Energie = 3 Arbeit

Arbeit = A Energie

Arbeit = Energiednderung

1.4.4 Energieformen

a) Potentielle Energie (Lageenergie) Wpot =mgh

(Bezugspunkt h = 0 ist (noch) undefiniert)

b) Kinetische Energie (Bewegungseneregie) Wiin = $mv? | (immer positiv)
c) Federenergie (elastische Energie) Wr = 1D s?| (immer positiv)

¢) Reibungsenergie = Wirme (s. Thermodynamik)
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1.4.5 Energieerhaltungssatz

praktisch: W, + W4 = W, + AQ

>_; Wi = const || (im abgeschlossenen System)

(Anfangsenergie + Arbeit = Endenergie + Wérme)

Wirkunggrad =

1.4.6 Leistung

.— AW
P:= 5

P=F.%

1.4.7 Energieumwandlung

E = m c? | (Einstein 1909)

1.5 Der Impuls

1.5.1 Kraftstof3

K := [ Fdt =m A%

1.5.2 Impuls und Kraft

a) Definition des Impulses

i

nutzbare Energie o Wes 1 _ AQ
aufgewandte Arbeit | = WenatAQ

Wyes <1

MaBeinheit \

[P)= W)/l = 17/s = 1W |

MaBeinheit | [W] = [F][s] = INm = 1] = 1Joule

MaBeinheit | [p] = [F][]

= [m|[v] = 1N s = lkgm/s‘

b) verallgemeinerte Definition der Kraft

—

F:=F|lF=

1

Shy

= T G Gy 1

c) Schubkraft = Riickstof (propellere)

—

Fy =t

1.5.3 Impulserhaltung

(im abgeschlossenen System)
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1.5.4 Stofigesetze

Anwendung von:
I: Impulserhaltungssatz: ), p; = const
E: Energieerhaltungssatz: ), W; = const

a) Zentraler elastischer Stof3

(AQ =min =0) . .Spezialfille:

7 — mi—ma o 2my mi=mo =m :|U = - ﬁza‘

UL = i Ty V1 + mytms U ! 2 ! 2 2 !

qy — me—mig L _2m o mi1 > me =m und Uy = 0: |U; = -0
2= matmy 2 matmy 1

b) Zentraler inelastischer Stof3
(AQ = mar = AQw)

mi v +maovs
mi+ma

UL =Us = U=

1 .
AQm = 5—117?114*“111122 (’Ul — 'U2)2

c) Zentraler teilelastischer Stof
(AQ < AQm)
Elastizitétsparameter k (0 fiir inelastischen, 1 fiir vollelastischen Stof})
iy=kou+(1—k) u=u+(1— )22 g=(1—k)
=k up+(1—k) u=up+ (1 —q)"2l2t) k= (1-g)
AQ=(1-k) AQun=14q(2-q) AQn

d) Dezentrale Sté8e:

2-dimensional in der Ebene von 97 und 75

1. Methode: Zerlegung durch Projektion auf:

— StoBtangente ¢ ohne Kraftwirkung,

d.h. mit Erhaltung der Geschwindigkeitskomponenten v1; und wve
— StoBigerade § mit Anwendung der Stofigesetze auf v1s und vgs

2. Methode: Translationstransformation auf 5 = 0 und Betrachtung der moglichen
Impulsvektoren auf Ortskreisen:

Y2+ (X - mimp)’ = B2 = (i p)* (1= (1= 4%)

1.5.5 Anwendungen

- Ballistisches Pendel
- Hammer
- Reflexion als elastischer Wandstof} (mq — 00)
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2 Mechanik starrer Korper

2.1 Statik starrer Korper
2.1.1 Starre Korper

System aus Massenpunkten m; mit festen Absténden 7; = 75 — 7; = const

2.1.2 Masse und Volumen

Jeder Korper hat eine Masse m (skalar) MafBeinheit: 1kg
Jeder Kérper besteht aus Teilchen (Atomen, Molekillen) m=>"m,; (N ~102)
Volumen: Jeder Kérper hat eine Ausdehnung (Volumen V)  MafBeinheit: [V] = m?

Dichte: Jeder Korper hat eine (Packungs)Dichte p MaBeinheit: [p] = 1kg/m>
p:=dm/dV homogene Korper: ‘ p=m/V = const ‘
m = [ pdV

2.1.3 Elastomechanik

Elastizitidtskonstanten deformierbarer Korper

— E: Elastizitéitsmodul Al=—F-1/A-E|

— u: Querkontraktionszahl Az=—p-Al ‘ w<1/2
— K: Kompressionsmodul K= ﬁ

— G: Schubmodul G = ﬁ

2.1.4 Drehmoment und Hebelgesetze

Gleichgewicht am Hebel, wenn > F; - 7; - sina; =0 Hebelgesetz: | > M; =0

Drehmoment: Betrag | M=r-F- sina | MaBeinheit: [M]=1Nm

axsialer Vektor ! (an (Rotations)Achse gebunden)

2.1.5 Schwerpunkt, Massenmittelpunkt

§=LS mi =2 [Fdm §= & [#dV (falls p = const)
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2.2 Kriafte am starren Korper
2.2.1 Krifte und Drehmomente

Mehrere Kréfte ﬁi, die an verschiedenen Punkten eines Korpers angreifen, ergeben
FoSs 7 eine Gesamtkraft (durch Verschieben
=2 “(der polaren Vektoren) an einen beliebigen Punkt)

ein Drehmoment in Bezug auf eine vorgegebene Achse
‘(axiale Vektoren)

M =Y M; =7 x F|.

2.2.2 Gleichgewichte und Standfestigkeit

stabil: Wpot = min

labil: Whpot = max

indifferent: Wy = const
instabil: a#0

2.2.3 Trigheit bei der Drehbewegung

Massentragheitsmoment und Rotationsenergie
Ji=Ymg?= [ r’dm Wrot 1= 2 J w?

2.2.4 Massentrigheitsmomente

Rotation um eine Achse durch den Schwerpunkt

Quader J, = %(az +b%)
Kugel Jx = 22R?
Hohlzylinder J. = Z(R? + R})
Vollzylinder (quer) J, = % (L% + 3R?)

2.2.5 Satz von Steiner

Verschiebung der Achse aus dem Schwerpunkt um s

2.2.6 Trigheitstensor

Haupttrigheitsmomente J,, = max und Jyy = med und J;; = min
beziiglich der kérperfesten Haupttrigheitsachsen (x, y, z) (Diagonalelemente)
Deviationsmomente J,, = S miziy = f zy dm

Bei Verdrehung der Achse um «, 3, v wird ‘ J = Jygcos?a + Jyycos? B + J,,cos?y ‘

2.2.7 Trigheitsradius und Trigheitsmasse

Trigheitsradius: Ry = +/J/m
effektive Trigheitsmasse: m, = .J/R?
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2.3 Dynamik starrer Koérper

2.3.1 Antrieb . .2.3.2 Arbeit
Wo = [ Mdg
2.3.3 Drehimpuls . .2.3.4 Leistung
Li=mixt ||L:=J& P=Mw

2.3.5 Drehimpulserhaltung

‘ L = const ‘ und ‘ M =0 ‘ im abgeschlossenen System

2.3.6 Drehimpulserzeugung . .2.3.7 Anwendungen
M = % - %(j + J% Drallsatz: m

2.3.8 Der Kreisel

Symmetrischer freier Kreisel mit (konstanter) Winkelgeschwindigkeit w
a)M=0 — L = J& = const momentenfreier Kreisel

-

b) M #0 — M=d,xL Prézession mit Prazessionsfrequenz wy,

¢) Ausweichmoment

Bei erzwungener Drehung der Achse eines Kreisels | My = L X &g

d) Nutation Nach Stof auf die Achse eines Kreisels Ky, = f M,dt = L,
J..

Wp = 7,—J11Jyy w

2.4 Scheinkrifte in rotierenden Systemen

2.4.1 Zentrifugalkraft

- 2

Fzr = —Fz = mdg = mw7

2.4.2 Coriolis-Kraft

Fo = mde = 2mu x &




12 Gravitation

2.5 Gravitation

2.5.1 Gravitationsgesetz

3

mime T | Massenanziehung (Newton 1687) |y = 6.67 10~ 112 | (Cavendish)

r2 |r| kg s?

Fg=7

—

Fy=mg= m”yT—zEE auf der Erdoberfliche (mit mg = 5.910%*kg und g = 6366km)

Satellitenbahnen (um die Erde) v?r = w? - 73 = ymg (weil Fg = Fzr)

T = 27, /=2 | Umlaufszeit
YMmE

Fluchtgeschwindigkeiten

(Abheben von der Erde ohne Erdrotation) vo = \/ymg/rg = \/97e = 7.9 103%

1. kosmische Geschwindigkeit:

(Verlassen des Anziehungsbereichs der Erde) v1 = \/2ymg/rg = 2grg = 11.17 103%
2. kosmische Geschwindigkeit:

(Verlassen des Anziehungsbereichs der Sonne aus der Erdbahn)

2.5.2 Kepler-Gesetze

Kepler (1609)

1. Die Planeten bewegen sich auf Kreisen (genauer: Ellipsen), in deren Mittelpunkt
(genauer: in einem Brennpunkt) die Sonne steht.

2. Der von der Sonne zu einem Planten gedachte Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flichen (AA = At).

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die dritten

2 3
Potenzen ihrer Abstéinde (grofe Halbachsen) zur Sonne. % =4
2 2
2.5.3 Gravitationsfeld und -potential
Gravitationsfeldstérke ‘ g:=Fg/m=g(7) ‘
Gravitationsfeld der Erde: . g(r) = y2E = go(££)? fir r >rg
g(r)z”y’:—fr:go(%) fiirr <rg
Gravitationspotential
absolute potentielle Energie:
Wpot = mpg(r) = [ mg(r)dr = —ymmg /r = —mgor%/r (immer negativ !!)
Gravitationsnullpunkt: ¢4 := 0 bei r — 0o
Gravitationspotential der Erde: . (pg = —”ymE% Hyperbel fiir r > rg
pg 1= %”YT_EE((%)Z —3) Parabel fir r <rg
- dey do, d ~
§(F) == grad(py) = (G, 35 G2) = §(r) | (Zentralfeld)
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